Teorema 1.3.7: (Tecorema Fundamental da Aritmética)

Todo o ntimero inteiro maior do que um pode ser escrito como um
produto de nitimeros primos (com um sé factor, no caso do niimero ser
primo). Além disso, uma tal decomposicao em nimeros primos é
essencialmente tnica, i.e. duas decomposicoes apenas diferem na ordem

pela qual os primos sao escritos.
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e P1, P2, ..., Pk SA0 NUMEros primos

Exemplo: Escrever n=51975 como o produto de niimeros primos.

Decompor em factores primos
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Teorema 1.3.8:
Sejam
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(k € N), em que p1 < pp < -+ < pi sdo numeros primos e s; e tj sdo

niumeros inteiros nao negativos, parai = 1,2,....k. Sejam
ui = min{s;, t;} e v; = max{s;,t;},
para qualquer i = 1,2,..., k. Entdo:

@ mdc{m,n} = py"p5>---pt;
@ mmc{m, n} = pi*py*- - pt.

Exemplo:
mme{32,60} = mdc{32,60} =
322
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Hoje em dia sao conhecidos inumeros resultados importantes sobre numeros
primos que nao permitem no entanto caracterizar todos estes numeros.

Teorema 1.3.9: Todo o nimero primo maior que 2 é da forma 4n T 1,
com n um natural.

Demonstracao.
Seja p um namero primo. Pelo algoritmo da divisao, existem

inteiros m e r tais que

p=4dm+r, 0Z<r<4

A

Assim, r = 0,1,2,3. E facil concluir que se p é primo entio
r#0er#2. Sepé primo entao é da forma
p=4m+1 comm €N
o p=4m + 3= A +3—44+4 = 4(,},?_?_ +1)—1.0
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Questao: O numero 79 é primo?

Como 79=4x20-1 entdo o resultado anterior ndo permite decidir se € ou ndo primo.

Teorema 1.3.10:

Se n > 2 ndo é um nidmero primo, ent3o existe um ndmero primo p
tal que p|n e p?> < n.

Prova. Como n > 2 e n n3o é primo, entao n = pga, com p e g primos
tais que p < g e a € N. Donde p? < pg < n.

Questao: O numero 79 é primo?
Se 79 nao fosse primo, pela propriedade anterior, teria de existir

um ntimero primo p divisor de 79 tal que p® < 79. Como 11°% = 121 > 79,
entdo p € {2.3,5,7}. Mas nenhum destes quatro primos € divisor de 79.




1.4 Congruéncias lineares

Sejam@e R a relacao de congruéncia médulo n (sobre Z).  X=7Z

aRb se e so se (3keZ)a—b = kn.

!

a = b(mod n)

a- b é multiplon

a € congruente com b modulo n

E uma relacéo de equivaléncia

pemmnr

classe (de congruéncia) modulo nde a € Z

(classe de equivaléncia de a)

la],={..., a—2n, a—n, a, a+n, a+2n,...} =a+ nZ.

Exemplos: Para n =4,

o [0]s=1{... -8 —4,0 4,8,..}=4Z
o [1]s=1{.... =7, =3, 1,5 0,...} =1+4Z
o [2s={.., -6, -2, 2, 6, 10,...} =2 +4Z;

® [34={.., =5, —1, 3,7, 11,...} =3+4%Z




O conjunto quociente com Rarelacgo = (modn) designa-se por

Z/R =7, —.

diz-se o “Conjunto dos inteiros médulo n”

Ora,
Ly ={laln:a €L} = {[0]n, L, 2]n, 3Blny ..., [n — 1]}

/

Se a € Z entao, aplicando o algoritmo da divisao,
a=ng+r, Ur<mn.

)

a — r = nqg (multiplo de n)

)

a = r(mod n)




Teorema 1.4.1: Seja n € N.

Entao cada inteiro é congruente modulo n precisamente com

um dos inteiros 0, 1, 2,..., n—1, ie.

Zn — {[O]n., [1]”._,. PR [” - ].]n}.
Exemplo: n=4.
Qual a classe de congruéncia de 25?

25=4x6+1 —=> [25] | = [1]& “25 é congruente moédulo 4 com 1”

Qual a classe de congruéncia de -2017?

201 =4x504+1= —201

|

—4x50—1
4(=50)—1+4—4
4(—51) +3 = [—201], = [3]4

“-201 é congruente
modulo 4 com 3”




